Apuntes

Notas acerca delas bases conceptualesdela
Teoria delas Poblaciones Estables

Una delas piedras angulares de la demografia matematica la
constituye ladenominada teoria de las poblaciones estables, queen
su sentidoclasico exhibe la propiedad de ergodicidad fuerte. Con
el paso del tiempoy con el desarrollo dediferentes investigaciones
enel4rea, se pensoen la posibilidad de permitir ciertas modifica-
ciones, perturbaciones y extensiones delascondicionesoriginal-
mente formuladas, que no obstante preservaran las ideas funda-
mentales de la teoriade las poblaciones estables (aunque sibien no
ensusentidotradicional). Estodio origena losllamados modelos
de poblaciones cuasi-estables.

Laintenci6n del presente trabajo es el de exponer, de manera
resumida y puntual las bases conceptuales de la teoria de las
poblaciones estables. Paralograrloanterior se hadadopreponde-
ranciaalaintuiciényalalégica mas queal rigor matemético que
merece. Este enfoque resultamucho mas accesible para aquellas
personas cuya formacion profesional no necesariamente tiene un
fuerte sustento de la teoria matemética y estadistica, y que no
obstante lo anterior tienen unenorme interés por lostemas vincu-
ladoscon la demografia formal.

Lo anterior sin duda sera itil, como un primer acercamiento,
para comprender un tema fundamental y trascendente en la
demografiamoderna. El ordende presentacidnesel siguiente: en
primer lugar se resumen, en forma conceptual, parte delos funda-
mentos dela teoriade las poblaciones estables. Posteriormente se
estipula, sin mucho rigor, lo que debe entenderse por ergodicidad
fuerte y débil, a partir dela definicion de lapropiedad ergodotica
utilizada enlademografia. A continuacién seestablecen, enforma
muy puntual, las diferencias entre la teoria de las poblaciones
estables y lo que serian las modificaciones deesta que dan origen
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alos modelos cuasi-estables. Por ultimo, se proponen dos de 1as
multiples aplicaciones que tiene dicho marco analitico en el
estudio de poblaciones reales.

Formulacion clésica de la teoria de las poblaciones estables

Una de las mayores desventajas que presenta la demografia
formal en el estudio de las poblaciones humanas lo constituye el
flujo de entradas y salidas de individuos en una poblacién bajo
estudio. A este flujo se le denomina, en términos demograficos,
como migracién. La migracion provoca un trastocamiento en la
estructura de la poblacion y causa que el anlisis matematico se
torne dificil o en ocasiones imposible. Para evitar esta dificultad,
en principio se supone que la poblacion a que se este haciendo
referencia se encuentre libre de migracion. En este casola pobla-
cién se dice que corresponde a una poblacion cerrada. Esto se
convierte en el primer supuesto bajo el cual opera la teoria de las
poblaciones estables.

Por otra parte, la teoria de las poblaciones estables se confina
al estudio de un solo sexo, el cual en la demografia puede ser el
masculinoobienel femenino, considerandose preponderantemente
este ultimo debido a que solo una fraccion considerablemente
limitada de est4 poblacién esta en posibilidades de procrear hijos.
Especificamente, se supone que las mujeres son capacesde repro-
ducirse entre las edades de 15 a 49 afios. Asi los simbolosayb
representan la edad minima y méxima, respectivamente, en las
cuales esas mujeres pueden llevar acabo su proceso reproductivo.

En las formulaciones realizadas por Lotka acerca delas rela-
ciones que incluyen la fecundidad se define a m(a) “como la
fecundidad efectivadel sexo femeninoa laedad a, definidacomo
el niimero de hijas nacidasvivas por afio”. ! Este término, el cual
puede ser entendido como la tasa bruta de reproduccion, o bien,




como se hace frecuentemente en gran parte de la literatura, como
una funciéon de maternidad, tiene la caracteristica de no ser
negativa en todas las edades reproductivas. Fuera de las edades
ubicadas en el intervalo (a, b) la funcion de maternidad es irrele-
vante. En adicién alo anterior, es posible que lafuncién materni-
dad dependa tanto del tiempo como de la edad.

Para la teoria de las poblaciones estables estd funcién es
independiente del tiempo. De igual forma se considera que la
probabilidad de sobrevivencia al nacimiento a la edad a es inde-
pendientedel tiempo ( p(a) ). Porultimo, 1a teoria de las poblacio-
nes estables supone que existe una edad final de vida, w, tal que su
probabilidad de sobrevivencia es igual a cero.

Lo anterior puede resumirse a lo siguiente; la teoria de las
poblaciones estables, en su sentido clasico, encuentra su funda-
mentoen lassiguientes condiciones:

1.- Lapoblacion esta cerrada a la migracion.

2.- Lastasas especificas de natalidad y mortalidad son
invariantes a través del tiempo.

3.-Los modelosestipulados son ensumayoria planteados
para un solo sexo (mujeres).

4 .- El periodo reproductivo ocurre sobre un intervalo de
edad finito (a, b).

5.-Seestablece la existenciade unaedad ultima, finita de
vida, w.

De esta forma, se plantea que un modelo que obedezca estas
condiciones mostrara un comportamiento asintético, el cual
ESTABILIZARA ala poblacion, FIJANDO su distribucién por
edad de lamismay teniendoun patrén de crecimiento poblacional.

En cuanto a la clasificacion de los modelos de la teoriade las
poblaciones estables, estos pueden caer dentro de dos categorias:
modelos DETERMINISTICOS y modelos ESTOCASTICOS.
Adicionalmente cada unode estos modelos pueden ramificarse por
sudesarrolloen TIEMPODISCRETO obien bajouna concepcion
de TIEMPO CONTINUO.

Dentro delos modelos deterministicos, en tiempo discreto, se
pueden identificar dos tipos: los modelos RECURRENTES y los
modelosMATRICIALES. Por suparte, losmodelos deterministicos
en tiempo continuo usualmente se basan sobre un enfoque de
CALCULODIFERENCIAL-INTEGRAL, debidoen gran parte
a su desarrollo original por parte de Lotka. No obstante han
existido intentos por desarrollar este tipo de modelos bajo otrotipo
de enfoques.?

Teorema de ergodicidad fuerte y débil

Elconceptode ESTABILIDAD, enel sentidoque se manejaen
lademografia matematicaimplica, a grossomodo, que larazén de
mujeres en una particular edad o en una categoria de edad,
comparada al nimero total de mujeres, es asintéticamente una
constante, independiente del tiempo. La pregunta que se plantea
es: ;qué relacién existe entre este resultado y el concepto de
ERGODICIDAD ?.

Laprimera parte de la respuesta aesta interrogante la propor-
cionaelcalculodelatasade crecimiento, paraunapoblacion dada,

queconduce a la estabilidad. Unavezque seencuentra estatasade
crecimiento es posible saber cual seré el efecto que tiene sobre la
estructura por edades de la poblacién, es decir, verificar la propie-
dad ERGODOTICA enla demografia matemética. Conobjeto de
poder dar una respuesta mas concreta se presenta, brevemente, y
siguiendolo arriba sefialado, algunas definiciones mds precisas al
respecto.

Cuando se intenta realizar una proyeccion de poblacion se
cuenta conuna matrizdenominadaMATRIZ DEPROYECCION
ylacual puede definirse como?:

BD M] BD MI BD M3 BD Mn-l BIJ Mn
B, 0 0 ) 0
0 B, 0 0 0

Z =
0 0 0 B 0
donde:

Bk = numero de hijas nacidas en el intervalo t a t+1 por
mujeres vivas en el grupo de edad x ax+1 enel tiempo t.
Mk = probabilidad que una mujer de edad x a x+1 enel
tiempotestevivaenel grupode edad x+1ax+2 enel tiempo t+1.
k=0,1,2...,n




Elconjuntode tasas especificas de fecundidad y de mortalidad
usadasen laconstruccién de esta matriz pueden corresponderaun
periodo pasado o bien ser una extrapolacion. Aqui se planteala
condicion impuesta dentro del modelo de poblacion estable, es
decir, suponer que ambastasas sonconstantes. Loanterior implica
que “mas que predecir el futuro se trata de comprender ¢l pasa-
do” 3

A su vez se tiene un vector denominado VECTOR DE
DISTRIBUCION POR EDADES DE LA POBLACION INI-
CIAL, el cual se define como:

F (®)

F,®

F,

Un enfoque para la solucion de la proyeccion consiste en
analizar la matriz de coeficientes, Z, en funcion de sus raices
caracteristicas.* Planteado de esta forma, la solucion de esta
proyeccion de poblacion, que supone debe alcanzar la estabilidad,
estadada porla denominada ECUACION CARACTERISTICA
de la matriz Z, la cual viene dada por:

(Z-DFt=0
desde que Ft =0, entonces
det (Z - 1) = 0... (ecuacion caracteristica)
donde:

I = raiz caracteristica o latente de Z

Estaecuacionoriginaunpolinémio conrespectoalaincognita
I, el cual puede ser resuelto con respecto a esta misma, es decir,
I, y asi obtener los vectores caracteristicos. De esta forma el
polinémio resultante sera:

F-F P -FI%-..-F=0
donde:

f representa la funcion de maternidad neta y
fi son no negativos

Del 4lgebra matricial se conoce que hay unatunica raiz positi-
va, I, 1a cual domina la magnitud de todas las demas raices, es
decir a las n raices de la expresion anterior. Asi la ecuacién
caracteristica que se sefiala puede tener, en teoria, distintas raices
caracteristicas oeigenvalores, que son de multiplicidad algebraica
mayoresa 1.

Ahora bien la matriz que se considera, Z, es una matriz no
negativa, esdecir todos sus elementos son positivos, € irreducible.
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Algunas de las caracteristicas de las matrices no negativas
irreducibles de interés para la demografia son: “primero, una
matriz irreducible tiene siempre una raiz caracteristica I, real
positiva; los valores absolutos de Ias demas raices son menores o
igualesal , loqueequivale adecir quelas demds raices son, o bien
complejas, 0 menores que I, . Segundo que I, le corresponde un
vector caracteristico cuyos elementos son no negativos...” .

La matriz Z que se usa en demografia cae dentro de una
subclase restringida de matrices no negativas e irreducibles, las
denominadas como primitivas, esdecir, que notiene ningunaotra
matriz cuyo valorabsoluto seaigual al delainica raiz positivall.
Por lo tanto la matriz Z al cumplir estas caracteristicas, no
negativa, irreducibley primitiva, permite encontrarla propiedad
de la existencia de una raiz real dominante a la que se le ha
denominado aqui comol, .

De estaforma, es posible determinar una raizinica dominante,
I, , ala cual se le denomina el PRINCIPAL EIGENVALOR
ESTABLE. Suimportancia radica en que representa un compo-
nente importante al llevar a cabola proyeccion, considerando un
vector F de distribucioninicial. Esto es, sin importar la distribu-
cién poredadesinicial, una poblaciénbajo las premisas dela teoria
delas poblacionesestables, convergera a unescalar denominado
el principal eigenvalor, o lo que es lo mismo, la distribucién por
edades deuna poblacién premultiplicada por la matriz de proyec-
cidn se acercara mads y mas a un raiz caracteristica dominante,
I, ,sindependerdela distribucion por edades inicial. Este ultimo
resultado es ¢l verdadero significado de estabilidad para una
poblacion, que con cualquier distribucién por edad convergerd a
una distribucién estable por edad, es decir la PROPIEDAD
ERGODOTICA quefrecuentemente seencuentra enla literatura
de demografia matemética. En una forma rdpida y sencilla, la
propiedad ergodotica se sefiala como la tendencia de una pobla-
cion a “olvidar” su distribucion por edades inicial.

Laformulacion dela propiedad ergodotica delas poblaciones
estables en tiempo continuo se omite, dado que la intencion aqui
es entender lalogicay el significado de esta propiedad mas que
el desarrollo matematico.

Una vez enunciada la propiedad ergodotica utilizada en la
demografia, resulta mucho mas sencillo expresar la diferencia
entre la ERGODICIDAD FUERTE Y DEBIL. Sin pretender
mostrartodo el desarrollo matematico que esto implica, sino mas
bien identificarla diferencia conceptual existente entre estos dos
conceptos. Se puede resumir, quelosdemografos hacen referencia
alaergodicidad fuerte, cuando bajolas condicionesde lateoriade
las poblaciones estables, la poblacion tiende a “olvidar” su
pasado historicoy acercarse a una distribucion por edadesfija, es
decir, el procedimiento arriba seguido constituye lo denominado
ergodicidad fuerte.

Porotrolado, cuando los demografos permitenel relajamiento
de algunos de los supuestos sobre lafecundidad y lamortalidad de
lateoriadelas poblacionesestables, estin haciendo referenciaala
ERGODICIDAD DEBIL. En forma mas precisa, fue el
demografo estadounidense Ansley Jonas Coale’ quién establecio
el conceptode ergodicidad débil. Coale creia que a pesar de que
las tasas de fecundidad y mortalidad estuvieran en funcién del
tiempo, una poblacion tenderia a “olvidar” su pasado, estoes, su



estructura por edades inicial. Alvaro Lopez® probé que dos
poblaciones cerradas a la migracién, que experimentaran las
mismas tasas especificas de fecundidad y mortalidad, y que no
necesariamente fueran estas independientes del tiempo, con el
paso de los afios, adoptarian distribuciones por edad que serian
proporcionales la una a la otra. Esto es, la distribucién de la
poblacion cerrada tenderia a “olvidar” su forma pasada, y seria
determinada exclusivamente por sudesarrollo historico de sus
fenémenos de fecundidad y la mortalidad.

Caracteristicas de las poblaciones cuasi-estables

Con la evolucion del tiempo y del pensamiento en el area
de lademografia matematica, en gran parte por intentaraplicarel
marco de la teoria de las poblaciones estables a la realidad
demogréfica que se presentaba en el mundo real (lease la
transicion demogréfica), se penso en relajar algunas de las
condicionesoriginales de la teoriade las poblaciones estables.

Esta permision tendié a incluir ciertas modificaciones,
perturbaciones yextensiones enlas condicionesdelosmodelos de
poblaciones estables, que no obstante su realizacion, conserva-
ran gran parte de los resultados obtenidos bajo la teoria de las
poblaciones estables, fue asi comosedio origen a los llamados
modelos de poblaciones CUASI-ESTABLES.

Una de tales variaciones fue el considerar el caso en el cual
lapoblacion experimentara ligeros cambios en las tasas especifi-
casde mortalidad en el tiempo mientras que las tasas especificas
de natalidad se mantuvieran constantes enel tiempo.®

Dos aplicaciones de la teoria de las poblaciones estables

Son muchas las aplicaciones de la teoria de las poblaciones
estables. El marco conceptual sobre el cual se ha construido ha
sido tan rico qué ha encontrado suempleo en diferentes tipos de
poblacién que no precisamente sean la humana, tal esel caso de
su aplicacion en el campode labiologia. Porcitar unejemplo, en
un estudio sobre la produccion, almacenamientoy selecciéon de
peces en un acuario, se traté de demostrar la manera en lacual
la estructura de edad de los peces afecta la estabilidad del
modelo.'” En el campo de la genética, en afios recientes, a
aumentado el interés por modelar tales estructuras,'' asi comoen
el campode la epidemiologia.

En lo que aqui respecta se realizan dos aplicaciones estric-
tamente sobre el campo de lademografia. La primera esta relacio-
nada con la estimacion de la tasa de natalidad, la tasa de
mortalidad y la tasaintrinseca de crecimiento, usando como
datos la distribucion por edades de una poblaciony unatablade
vida de “mas o menos buena calidad”. Esto sehace parael caso
de Méxicoen 1980. En el segundo ejercicio solo se hace alusién
al planteamiento sobre cual seria la respuesta de un cambio
demogréfico sobre un sistema de pensiones establecido.?
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I) Estimacion de la tasa de crecimiento natural, tasa de natalidad y
mortalidad de la poblacion mexicana en 1980.

Una poblacion libre del fenémeno migratorio, es decir una
poblacion cerrada, se describe por el comportamiento de sus tasas
de natalidad (b), mortalidad (d) y crecimiento natural (r),
tomadas sin consideracion de sus edades, junto con las tasas
especificas de fecundidad, b (a), y mortalidad, m (a) y su
distribuciénde la poblacion poredades, c(a). Bajocondicionesde
estabilidad, es posible con base al conocimiento de dos de las
anteriores variables mencionadas, calcular las cuatro restantes.

Asi se estipulan un conjunto de pares de variables que
cumplen loestipulado arriba, que son:

1) p (a), m(a)
3)p@.b

2)p(@),r
4)p().d

Una vez que desaparecen lo efectos de la.distribucién por -
edades inicial, seafiaden 3 mas:
5)c(a),p (@) 6)c(a), r

6) ¢ (a), d.

La aplicacién que aqui se presenta considera el caso de las
variables c (a) y p (a), es decir, conociendo los valores de estas
variables es posible determinarb, d, yr.

Asi “bajo el régimen de una tabla de vida p (a) constante”,
(como serealiza al calcularunatabla devida), “yuna distribucion
por edad c (a) constante, ¢l total de una poblacion, asi como el
numero de sus nacimientos aumenta (o decrece) segun laley de
Malthus, v las tasas de mortalidad y de crecimiento son constan-
tes” 1 lo que puede expresarse de la siguiente forma:

b=c (0) =constante
f be*t

r = b-d = constante
cuyo desaﬁollo conduce a la expresion:
c(@=be-ra p(a) ..(L)
dividiendo (L ) por p (a) y linealizando tenemos:

c(a)
Ln

=Lnb-ra
p(@)

Esteresultado esimportante dado que conociendo una parte
de laestructura por edades de la poblaciony lasprobabilidades de
muerte, es posible calcularr, yb, a través de una ecuacion de



la recta de la siguiente forma:

c(a)

Ln =Lnb-ra

p@

Y= o-Pa

Asi considerando la poblacién de mujeres mexicanas para
1980, dentro del grupo deedades 30 a 60 afios, y una tabla de vida
se realiz el gjercicio arribaindicado. Loscalculos correspondien-
tesse presentanen loscuadros 1y 2, concluyéndose que con estos
datos se estimaba una ecuacion de la recta igual a:

c(a)

Ln = -3.260624 - .03542 a

p(a)

Cuadro 1
Calculo de la tasa de crecimiento intrinseca
de natalidad y de crecimiento natural
para Mexico 1980

Participacion de la
poblacion femenina.
respecto al total
de poblacion por
gpos. de edades

Grupo de Poblacion
edad nlx femenina'

45.525
44.997
44302
43.380
42.103
55-59 40.304
60-64 37.831
' En miles

30-34
35-39
40-44
45-49
50-54

1.952, 5
1.742, 3
1.385, 3
1.180, 9
951, 1
733, 4
573, 3

5,78
5,15
4,10
3,50
2,81
2,17
1,70

Estimacion de los nacimientos y crecimiento natural

Estimacion Estimacion
Edad c(a) p(a) c(a)/p(a) Ln(c(a)/p(a))
-4,3672
-4,4684
-4,6832
-4,8218
-5,0084
-5,2246
-5,4076

0,05775 4,5525
4,4947
4,4302
4,3380

4,2103

0,01269
0,01147
0,00925
0,00805
0,00668
4,0304 0,00538
3,7831 0,00448

Fuente: Elaborado con base a a la informacion del cuadro 1 yKeyfitz (1968).

0,05154
0,04098
0,03493
0,02813
0,02169
0,01696

f

Calculandoel antilogaritmo de -3.260624 y el valor positivo
de -.03542, esposible obtener by r respectivamente. Los resulta-
dos indican quelatasaINTRINSECA de natalidad fue de 38.9 por
mil mientras que la tasa decrecimiento natural de 35 por mil. Por
diferencia (esdecird=b-r)latasa de mortalidad fue de 3 por mil.
Comparados estos resultados con los publicados por CONAPO
(1988) se tiene lo siguiente:

Cuadro 3
Comparacion de valores calculados y publicados

Calculo r b d

354 383 29
32.1 344 75

Estimados
CONAPO

Fuente: elaborado en bage al cuadro 2.

Esdeobservarque larelacion (1) es insuficiente para determi-
nar por completor, bysobre todod. Esto explica enbuena medida
la enorme diferenciaentre lad estimaday la que se publicé. Para
el casode b se puede sefialar que al considerar una tabla de vida
proveniente de datos de 1980, se ha subestimado las muertes de
periodosanteriores y como consecuencia esto exagera (sobresti-
ma),de manera importante alatasade crecimientonatural, r, asi
como la tasa de natalidad estimada, b.

[I_l) Impacto sobre el sistema de pensiones ante un cambio demogra-
ico.

Considerando una poblacion estable donde una proporcion
de lapoblacion es pensionada (se puede pensaren la poblacion
entre las edades 65 y mas afios) y otra proporcién de la
poblacion hace contribuciones a las pensiones (pudiendo ser esta
1a poblacién econémicamente activa), enun punto particular del
tiempo, el tamafio de la poblacién de quienes contribuyen al

. sistema de pensiones, es decir P, se encuentranen elintervalode

edadesentreeyn, con un salario que esigual 2 s. Por otra parte,
la poblacion pensionada se encuentra entre lax edades uy w,
recibiendo una pensién monetaria igual al valor r. Para
encontrar un equilibrio econémico, excluyendo del anélisislos
costos administrativos en los cuales se pueda incurrir, el total de
contribuciones al sistema de retiro debe ser igual al total de
recepciones que obtienen los pensionados. Si g es la fraccion del
salario de un contribuyente que esta obligado a participar en el
sistema de retiro, este balance puede expresarse de la siguiente
forma:

gsP C(e,u)=1P C(u,w)

donde:



C (e,u) y C (u,w) estan definidos en términos de:

Cx,y)=,fc@da=b fe™pad(a)

con objeto de reescribiresta expresionde equilibrio entérmi-
nosde "g" setiene:

Elaspecto de interés de esta aplicacion de la teoria de las
poblaciones estables a el sistema de retiroradica en mostrar como
uncambioenr, esdecir, enlatasaintrinseca de crecimiento, afecta
el valor de g. Se sefiala que un incremento en r genera un
decremento en g, mientras que un decremento en r genera un
incremento en g . Laaplicacionempirica yel desarrollo detallado

r C(eu) de la técnica a seguir rebasa los alcances de este trabajo.
g —3
s C (u,w)
Notas
1 Lotka (1939). 8 Lopez (1961).
2 A este respecto vease Foerster (1959). 9 Coale (1963).
3 Keyfits (1968). 10 Vease aeste respecto Levin y Goodyear (1980), y Levin (1981).
4 Tbid. 11 Vease Jacquard (1970).
5 Ibid. 12 Implagliazzo (1985).
6 Para ubicar este desarrollo vease Keyfitz (1968). 13 Lotka op. cit.
7 Coale (1957).
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