Los procesos de ramificacion como
instrumentos para el estudio
de la fecundidad humana

Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar un
andlisis de los cambios de la fecundidad
observados en México a través de la Teoria de
la Ramificacién, desarrollada por Galton y
Watson a finales del siglo XIX. Con esta
técnica es posible calcular la probabilidad de
extincion de una descendencia.

Esta metodologia estadistica basada en el
célculo de probabilidades permite utilizar
indicadores de la fecundidad derivados de los
censos de poblacidn, segin el orden de
nacimiento, lo cual permite hacer un andlisis
diferente de esta variable al realizado hasta la
fecha en nuestro pais. Es posible analizar a qué
nimero de hijas e hijos estd tendiendo la
poblacién mexicana.
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Abstract

The purpose of this article is to analyze the
change in the levels of fertility in Mexico
through Branching Theory, developed by
Galton and Watson at the end of the nineteenth
century. With this technique it is possible to
calculate the probability of extinction of a
descendence.

This statistical methodology based on the
calculus of probability allows using indicators
from population’s censuses the estimation of
fertility levels according to order of birth. This
allows making a different analysis from this
variable to the one carried out so far in our
country. It is possible to analyze what number
of daughters and sons the mexican population
is tending to have.

a fecundidad humana puede ser estudiada a través de un proceso
estocéstico llamado “Teoria de la Ramificacion”. El proceso puede ser
descrito de la siguiente manera: se supone que inicia con un individuo

que formaria la generacion cero o generacion original. Este individuo tiene
probabilidad p, de producir k nuevos individuos en la siguiente generacion. En
el caso de que k sea igual a cero podriamos decir que la especie se extinguio.
Cuando k es igual a 1 podemos sefialar que nacié un nuevo individuo. Los
valores superiores de k significan la aparicion de nuevos individuos. Los
individuos de cada generacion actiian en forma independiente una de otra.
Existen varios ejemplos que permiten ilustrar el campo de aplicacion de esta
teoria. Enlafisicanuclearlos procesos de ramificacion ocurren en lasreacciones
en cadena. La aplicacion se ha conocido a partir de la bomba atémica. Se
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presentan choques fortuitos entre particulas. Estos choques pueden producir
nuevas particulas o no producir descendencia. En biologia son posibles las
aplicaciones para estudiar las mutaciones genéticas. En el andlisis de las lineas
de espera, es posible sefialar como un cliente que llega a una gasolineria vacia
recibe atencion, y se le dé el nombre de antepasado, su descendencia la
conforman los coches que llegan al lugar durante el periodo que lo atienden.

Se ha estudiado también la aplicacion en la supervivencia de apellidos.
Solamente se incluyen descendientes masculinos o femeninos quienes
desempenan el papel de particulas y p, eslaprobabilidad de que unreciénnacido
se convierta en padre de k nifios varones. En este caso, es de interés encontrar
individuos con el mismo apellido en lan-ésima generacion. En particular resulta
de especial importancia conocer la probabilidad de que se extinga la generacion.

Este instrumento estadistico permite utilizar indicadores de la fecundidad
segun orden de nacimiento, lo cual podria posibilitar un anélisis diferente de
esta variable al realizado hasta ahora.

Son varios los autores que han aplicado la Teoria de la Ramificacion al
campo de la Demografia. Tenemos primeramente a Galton y Watson (1874),
Lotka (1931), Harris (1963) y Keyfitz (1979), entre otros.

Metodologia

Sea & la variable aleatoria que indica el niimero de hijas que ha tenido una mujer
antes de su muerte.

II,= P (§=0); eslaprobabilidad de que una mujer haya tenido 0 hijas.

0
I,= P(&=1); eslaprobabilidad de que haya tenido una unica hija.
I, = P(£=2); probabilidad de que haya tenido exactamente 2 hijas

antes de su muerte.
en general.

,= P({=r); eslaprobabilidad de que haya tenido exactamente r hijas.
Se deduce que
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Con base en las probabilidades antes definidas podemos calcular la
probabilidad para las nietas. La probabilidad de cero I, nietas es mas la
probabilidad de que una mujer tenga una hija que a su vez no tuvo hijas, I, T,
mads la probabilidad de que una mujer que tuvo 2 hijas, éstas a su vez no tengan
hijas, IT, T1 7, ..... Este proceso se puede repetir para bisnietos y para las
siguientes generaciones. LLos supuestos que estdn detrds sostienen que la
fecundidad ha permanecido constante entre generaciones y la independencia
entre eventos. Laley de fecundidad de las madres, es igual a la de las hijas, igual
a la de las nietas, etcétera..

El recurso usado por Watson para resolver el problema de Galton fue
construir una funcion generatriz de probabilidad.

Sea la funcion:

Fl= D Ms*
k=0

A esta funcion se le denomina funcidn generatriz de probabilidad de la
sucesion de valores {II }, siempre y cuando converja en algin intervalo real

-8 (s(s .
0 0
Si la sucesion de valores {I1 } estd acotada entonces f (s) converge.
Se sabe que

m,20 y DI,=1
k=0

La funcién generatriz tiene algunas propiedades:

1) f<1)=ZHk =1

2) f(O)=11,

Tenemos que:
f(s)=TI,s" +I1;s' +T1,s> +.....
f(s)=T, +I,;s+T1,s> +.....
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Por lo tanto:

f(0) =11, eslaprobabilidad de que una mujer tenga 0 hijas antes de su muerte.
D=2 A,
k=0

Tenemos que:

f()=T,+T,s+T1,s* +T1,s° +.....
fl(s) =TI, + 21,5 +3[,s* +......
f'(s) =TI, +2I1, + 311, +.....

_$m,
k=0

f'" (1) significa la derivada de la funcidn f (s) evaluada en el punto 1. Como se
puede observar es el nimero medio de hijas de las mujeres consideradas.

4 M+ -G @y
f1(s)= kI, s"*
0

Se tiene que: 7" (s) :Zk(k_l)nksk—z
0

£y = guk -,
Ahora
f'()= ikﬂk
Tenemos que:

£+ M= 1) = D k(= DI, + X KT— (AT,

= kT, —(KIT,)?
0
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Este es el segundo momento con respecto al origen menos el primer
momento elevado al cuadrado. A esto se le denomina la varianza para el nimero
de hijas de las mujeres consideradas.

Var(x) = E(x—E(x))> = E(x*)+ E*(x) —=2E*(x)
= E(x*)—E*(x)

5) El coeficiente de s¥enla serie f(s) nosindicala probabilidad de que una mujer
tenga w hijas.
6) El coeficiente de s¥ en la serie (f(s))" nos indica la probabilidad de que r
mujeres tengan a lo largo de su vida w hijas.

En el supuesto de que r sea igual a dos y n sea igual a dos tenemos lo
siguiente:

(f(s)’ =TT, +T,s+T1,5° +....)°
=TI + 211, IT1,s + (TT 1T, + IT,IT, +T17)s” +...

El coeficiente IT IT +I1, IT +1II > es la probabilidad de que de dos mujeres,
la primera tenga cero hijas y la segunda tenga 2 hijas, mds la probabilidad de que
la segunda tenga cero hijas y la primera dos, més la probabilidad de que las dos
tengan una hija cada una.

El proceso de ramificacion tiene sus raices en la discusion de Francis Galton
sobre ladecadenciade las familias dehombres que ocuparon lugares importantes
en la historia.

La probabilidad de extincion en la primera generacion es I1 o f(0). En la
segunda generacion es f(f(0)), en la tercera generacion es f(f(f(0))) y en la
enésima generacion es f(f(...f(0))) = f_(0).

Para determinar f__ (0) cuando n tiende a infinito, se reconoce que en el
limite f _(0) = f(f, (0)), lo que nos lleva a calcular x = f(x) (Keyfitz, 1979).

Forma de calculo de la probabilidad de extincion

La probabilidad de extincion en la primera generaciones f (0), es decir, el valor
de la funcién generatriz evaluada en el punto 0. En la segunda generacion es
f(f(0))=f,(0)yenlaenésima generacion es f (0). Al analizar f__ (s)apartir
de f (s) se observa que el término f (0) aumenta con n, pero nunca puede
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disminuir, yaque f_(0) es una sucesion monétona no decreciente. Otro aspecto
que esimportante mencionar es que f (0) tiene una cota superior. Debido a estas
cuestiones f (0) debe tener un punto limite tnico. Este punto limite se puede
determinar mediante dos cuestiones:

D lim f,40)= 7,00

2) Se sabe que f__, (0) = f(f (0))

De uno y dos se tiene que en el limite f (0) = f(f (0)) si f (0) =y, quees
el punto limite, entonces:

y = f (y) (Feller, 1957.)

Una forma aproximada de calcular la probabilidad de extincidn sin tener que
hacer demasiados célculos es (Keyfitz, 1979).

H 0
1- I,
1-11,
Resultados

Para calcular la probabilidad de extincidén se utilizaron los datos sobre la
distribucién de las mujeres de acuerdo al total de hijos nacidos vivos a partir de
los censos de poblacidon de 1980y 1990. De estos datos se dedujo ladistribucion
de las mujeres segiin el nimero de hijas mujeres que sobreviven a edad madura
y que en este caso fue el grupo de edades de 45 a 49 afios. Son las mujeres que
ya terminaron su periodo fértil. En los cuadros 1 y 2 aparece dicha distribucion
y en la grafica 1 aparece la distribucion del nimero de hijas para 1980-1990.

En primer término se puede observar que la probabilidad de extincion pasa
de 14.9 por ciento en 1980 a 20.1 por ciento, en 1990. Esto significa un aumento
en la probabilidad de extincién como resultado de la disminucién de la
fecundidad observada entre los anos 1980-1990 para las mujeres de edades de
45-49 afios. Por otro lado al observar los resultados de la grafica 1 es importante
destacar como la forma de la curva en 1990 muestra una mayor concentracion
alrededor de 1 y 2 hijas, lo cual pudiera explicarse por el hecho de que las
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mujeres estdn teniendo un menor nimero de hijas y alrededor del 1 y 2 hijas. En
conclusion, la probabilidad de extincion ademds de darnos una medida de
cambio en la fecundidad en este caso también nos da un indicio de la caida de
la fecundidad de las mujeres en edad madura.

Anexo

Probabilidad de extincidn en cuadro 1.

me  _ 12396827 _ 12306827 _ . 000400
4- .. 1-.16589872 83410128
1—1':':'

1-mny =.8763173

14533254

. = 16589872
1-ng, 87603173

Probabilidad de extincidn en cuadro 2.

ng 15487819 15487819
m, 1-.22B63521 77136479
1—'.T|:|

=.,20078462

1-n, =.884512181
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CUADRO 1
DISTRIBUCION P,, P, P,,... DE MUJERES DE ACUERDO AL NUMERO DE
HIJAS, DEDUCIDO DE LA DISTRIBUCION DEL NUMERO DE HIJOS, 1980
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CUADRO 1
DISTRIBUCION P,,P,,P,,.. DE MUJERES DE ACUERDO AL NUMERO DE
HIJAS, DEDUCIDO DE LA DISTRIBUCION DEL NUMERO DE HIJOS, 1980
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CUADRO 1
DISTRIBUCION P,, P, P,,.. DEMUJERES DE ACUERDO AL NUMERO DE
HIJAS, DEDUCIDO DE LA DISTRIBUCION DEL NUMERO DE HIJOS, 1980
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CUADRO 1
DISTRIBUCION P,,P,,P,.... DE MUJERES DE ACUERDO AL NUMERO DE
HIJAS, DEDUCIDO DE LA DISTRIBUCION DEL NUMERO DE HIJOS, 1980
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GRAFICA 1
ESTADOS UNIDOS MEXICANOS: DISTRIBUCION DEL NUMERO
DE HIJAS, 1980 Y 1990
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